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Both random and systematic deviations of manufactured parts as well as 
variation in manufacturing processes may have significant effects on the kin-
ematic behavior of a mechanism. Hence, the product developer has to define 
both appropriate tolerances of the single parts and appropriate precision re-
quirements of the manufacturing processes to ensure the mechanism’s func-
tionality while causing low manufacturing costs. This paper presents an ap-
proach on the statistical tolerance-cost-optimization of a time-dependent sys-
tem taking into account random and systematic deviations as well as the im-
precision of corresponding manufacturing processes. The practical use of the 
approach is shown in a case study of a non-ideal cross-arm window regulator. 
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1 Einleitung 

Maßliche und geometrische Abweichungen sowie deren Auswirkungen auf 
das Produkt sind in allen Phasen der Produktentstehung allgegenwärtig [1]. 
Bereits während der Fertigung sind Abweichungen aufgrund der Unerreich-
barkeit einer ideal maßhaltigen Fertigung unvermeidbar. Die anschließende 
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Montage dieser abweichungsbehafteten Einzelteile führt somit zu einem Pro-
dukt, dessen Verhalten im Betrieb vom angestrebten Ideal abweicht [2]. Die 
Konsequenzen sind mitunter erheblich: So geht die wohlwollende Vergabe 
großer Toleranzwerte mit einem Anstieg der Ausschussrate bzw. der erforder-
lichen Nacharbeit einher. Hingegen führt die konservative Festlegung soge-
nannter „Angsttoleranzen“ zwar zu geringeren Abweichungen der Einzelteile 
und damit des Produktes im Betrieb, bedingt jedoch erhebliche finanzielle 
Aufwände, um den gestiegenen Qualitätsanforderungen gerecht zu werden. 

Der Produktentwickler steht somit vor der Aufgabe, bereits frühzeitig die 
unvermeidlichen Abweichungen der Einzelteile durch die optimale Vergabe 
von Toleranzen so zu begrenzen, dass sowohl die Funktionserfüllung der her-
gestellten Produkte sichergestellt, als auch deren wirtschaftliche Herstellung 
gegeben ist [3]. Hierfür finden die statistische Toleranzanalyse und -synthese 
in der Produktentwicklung Anwendung. Bestehende Methoden und Werkzeu-
ge erlauben jedoch nur bedingt die Betrachtung bewegter und damit zeitab-
hängiger Systeme. Zudem stellt sich dem Produktentwickler in dessen tägli-
cher Arbeit wesentlich häufiger die Aufgabe einer Toleranzsynthese, also die 
gezielte Vergabe von Toleranzen an den Einzelteilen, als die einer Tole-
ranzanalyse. Die Notwendigkeit einer gezielten Erweiterung bestehender Me-
thoden der statistischen Toleranzsynthese für die Betrachtung abweichungs-
behafteter bewegter Systeme ist somit klar ersichtlich. 

Der vorliegende Beitrag dieser Veröffentlichung zum gegenwärtigen Stand 
der Forschung besteht in der Entwicklung und Diskussion eines Ansatzes zur 
statistischen Toleranz-Kosten-Optimierung eines abweichungsbehafteten be-
wegten Systems. Im Fokus stehen hierbei eine abgesicherte Funktionserfül-
lung des resultierenden Produktes sowie die kostengünstige Herstellung der 
Einzelteile. Die erforderlichen Maßnahmen zum Einsatz der globalen Optimie-
rung bei besagtem Toleranzoptimierungs-Problem werden im vorliegenden 
Beitrag dargestellt und die praktische Anwendung der entwickelten statisti-
schen Toleranz-Kosten-Optimierung am Beispiel eines abweichungsbehafteten 
Kreuzarmfensterhebers eines PKWs gezeigt. 

2 Toleranzsynthese und -optimierung 

Jüngst bezeichnete CAMPATELLI die Toleranzsynthese als “eines der geeig-
netsten Wege, um die Kosten maschinell gefertigter Bauteile zu reduzieren“ 
[4]. Die Toleranzsynthese dient dazu, die tolerierte Streuung eines funktional 
relevanten Schließmaßes eines Produktes geeignet auf dessen Komponenten 
zu allokieren. Dies erfolgt zumeist gemäß definierter Allokationsschemata 
unter Berücksichtigung der jeweiligen Fertigungskosten. Hingegen nutzt die 
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Toleranzoptimierung Ansätze der Optimierung, um die optimale Allokation der 
Toleranzen der divergierenden Anforderungen zu bestimmen. 

Bereits seit Beginn der Arbeiten auf dem Gebiet der Toleranzoptimierung 
findet insbesondere das heuristische „Simulated Annealing“-Verfahren An-
wendung, um sowohl Toleranzen gezielt aufzuweiten bzw. einzuschränken [5] 
als auch um unter mehreren geeigneten Fertigungsverfahren das jeweils op-
timale Verfahren für die Toleranzen zu ermitteln [6]. Darüber hinaus werden 
neben den Toleranzbreiten auch mögliche Mittelwertverschiebungen der Tole-
ranzmittenmaße in die Toleranzoptimierung mit einbezogen [7]. 

Die Toleranzsynthese zeitabhängiger Mechanismen ist hingegen selten 
Gegenstand von Forschungsarbeiten. Darüber hinaus finden die Auswirkun-
gen verschiedener Arten von Abweichungen in diesen Arbeiten kaum Beach-
tung. In [8] ist der iterative Toleranzsyntheseprozess am Beispiel eines ab-
weichungsbehafteten Kurbeltriebs gezeigt. Jedoch werden weder eine zeitab-
hängige Schließmaßgleichung entwickelt noch betriebsabhängige Abweichun-
gen berücksichtigt. Im Gegensatz zu [8] nutzt die Toleranzoptimierung in [9] 
zeitabhängige Schließmaßgleichungen und integriert neben fertigungsbeding-
ten Abweichungen auch betriebsabhängige Abweichungen. 

3 Toleranz-Kosten-Optimierung bewegter Systeme 

Die entwickelte Toleranz-Kosten-Optimierung dient dazu, die optimale To-
lerierung der Einzelteile eines bewegten Systems zu bestimmen, die mit mög-
lichst geringen Fertigungskosten Ktotal einhergehen. 

3.1 Vorgehensweise 

Zunächst sind die vollständige Beschreibung des technischen Systems, al-
ler relevanten Einzelteile und die Festlegung der betrachteten Toleranzen 
erforderlich. Anschließend sind die funktionalen Anforderungen an das System 
zu definieren. Diese umfassen u. a. die untere und obere Spezifikationsgren-
zen (USG und OSG) des funktionsrelevanten Schließmaßes SM(t) sowie den 
Anteil c aller hergestellten Mechanismen, welche die gegebenen Spezifikati-
onsgrenzen verletzten dürfen. Der Wert c entspricht somit der maximal zuläs-
sigen Ausschussrate des Systems während der gesamten Betriebsdauer Ttotal. 
Das Optimierungsproblem kann somit wie folgt formuliert werden [10]:  

min	(ܭ௧௢௧௔௟) (1) 

unter den Nebenbedingungen: 
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න ,ݐ)ܯܵ]ߩ ݔ݀[(ݔ ≥ 1 − ܿ ݐ	ݎ݁ݑ݂ ∈ [0; ௧ܶ௢௧௔௟]
ைௌீ

௎ௌீ
 (2) 

௜ܶ > 0 (3) 

Hierbei entsprechen die resultierenden Fertigungskosten des Mechanis-
mus Ktotal der Summe der Fertigungskosten, welche zur Einhaltung jeder ein-
zelnen der vergebenen n Toleranzen Ti erforderlich sind sowie der finanziellen 
Aufwände, die mit einer möglichen Mittelwertverschiebung der Toleranzmit-
tenwerte MS(Ti), gewichtet durch mi, einhergehen: 

௧௢௧௔௟ܭ = ෍ܭ( ௜ܶ) + ݉௜ ∙ )ܵܯ ௜ܶ)
௡

௜ୀଵ

 (4) 

Das vorliegende Toleranz-Kosten-Optimierungsproblem ist nun im nächs-
ten Schritt mittels geeigneter Optimierungsalgorithmen zu lösen. Dieser Algo-
rithmus muss aufgrund der Schließmaßgleichung auch für nicht-lineare Ne-
benbedingungen anwendbar sein. Zudem ist generell ein globales Optimie-
rungsverfahren einem lokalen Ansatz vorzuziehen, da mit lokalen Verfahren 
nicht zwingend die wirklich beste Lösung und damit die kostengünstigste 
Tolerierung des Mechanismus ermittelt werden kann. Im Rahmen dieses Bei-
trags soll hierzu die Partikelschwarm-Optimierung Anwendung finden. 

3.2 Partikelschwarm-Optimierung 

Die Partikelschwarm-Optimierung (PSO) ist ein numerisches Verfahren, 
welches durch Imitation des Sozialverhaltens natürlicher Kollektive, wie Vögel- 
und Fischschwärme, die globale optimale Lösung für ein vorliegendes Opti-
mierungsproblem identifiziert [11]. Der Algorithmus verteilt eine zuvor defi-
nierte Anzahl an Partikeln (die sog. Population) innerhalb des Suchraums. Der 
Suchraum wird hierbei durch die zu optimierenden Größen (Toleranzen Ti und 
Mittelwertverschiebungen MS(Ti)) aufgespannt. Innerhalb des Suchraums 
bewegen sich die Partikel in Richtung des sogenannten Führungspartikels. Die 
Rolle des Führungspartikels wird hierbei bei jeder Iteration neu vergeben und 
führt somit oftmals zu harschen Änderungen in der Bewegung des gesamten 
Partikelschwarms. Die sukzessive Iteration der Position ݔ௝௞ାଵ und Geschwin-
digkeit ݒ௝௞ାଵ eines Partikels beruht hierbei sowohl auf Informationen des je-
weiligen Partikels als auch der verbleibenden Schwarmmitglieder der k-ten 
Iteration. Es gilt somit für die Position des j-ten Partikel innerhalb des Such-
raums in der (k+1)-ten Iteration: [10] 
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௝௞ାଵݔ = ௝௞ݔ + ௝௞ݒ  (5) 

Bild 1 verdeutlicht die Bewegung eines Partikelschwarms (Population: 4) 
innerhalb eines zwei dimensionalen Suchraums während zwei Iterationen. 

 

 Bild 1: Bewegung der Partikel eines Schwarms in einem zwei dimensionalen 
Suchraum während zwei Iterationen einer PSO nach [10] 

4 Toleranz-Kosten-Optimierung eines Kreuzarmfensterhebers 

Im Folgenden wird die praktische Anwendung der Toleranz-Kosten-
Optimierung am Beispiel eines abweichungsbehafteten Kreuzarm-
Fensterhebers aus [12] verdeutlicht und zugleich deren Nutzen im Rahmen 
der rechnerunterstützten Produktentwicklung belegt. 

4.1 Demonstrator: Kreuzarm-Fensterheber 

Der Kreuzarm-Fensterheber [12] dient dazu, die Seitenscheibe der Tür ei-
nes PKWs innerhalb von Ttotal = 3 s zu öffnen bzw. zu schließen. Jedoch un-
terliegt der Kreuzarm-Fensterheber Abweichungen, die dessen Betriebsverhal-
ten und damit auch dessen Funktionserfüllung beeinflussen [12]: 
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 Zufällige Fertigungsabweichungen der Einzelteile (Positionsabweichungen 
der Gelenkpunkte P1 und Z und die Maßabweichung der Gelenklänge des 
inneren Arms l3) [3, 13] 

 Systematische Abweichungen der Einzelteile (fertigungsbedingte Schwin-
dung des inneren Arms aus GFK aufgrund des Spritzgießprozesses und 
elastische Deformation des inneren Arms während des Betriebs) [3, 12] 

 Wechselwirkungen zwischen den Abweichungen (Variation der Schwin-
dung und damit auch der elast. Deformation des Arms aufgrund von 
Schwankungen der Prozesskenngrößen des Spritzgießprozesses [14]) [3] 

Diese Abweichungen (Tabelle 1) sowie deren Wechselwirkungen führen 
dazu, dass während der Bewegung des Fensterhebers die Seitenscheibe in 
deren seitlichen Gleitführungen um einen Winkel α verkippt [12]. Jedoch 
muss auch trotz des Verkippens der Seitenscheibe ein ausreichender Überlapp 
der Seitenscheibe mit der oberen Scheibendichtung sichergestellt sein, um 
einerseits die Dichtheit sicherzustellen und andererseits störende Windgeräu-
sche während der Fahrt zu reduzieren. Um diesen Forderungen zu entspre-
chen, muss der Verkippwinkel α zu jedem Zeitpunkt der Bewegung stets zwi-
schen der unteren Spezifikationsgrenze USG = -0,1° und der oberen Spezifi-
kationsgrenze OSG = 0° liegen. Der Fensterheber-Mechanismus sowie die 
auftretenden Abweichungen der Einzelteile sind in Bild 2 gezeigt. 

 

Bild 2: Kreuzarm-Fensterheber in den beiden Extremstellungen „geschlosse-
ne Seitenscheibe” (links) und „geöffnete Seitenscheibe” (rechts) nach [12] 
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Tabelle 1: Ursprüngliche Tolerierung 

Bezeichnung Nennwert Toleranz Verteilung 

Gelenklänge l3 195,6 mm ±0,05 mm gleichverteilt 

Positionstoleranz δ1 - 0,1 mm gleichverteilt 

Positionstoleranz δ1 - 0,2 mm gleichverteilt 

Sp
rit

zg
ie

ßp
ro

ze
ss

 Füllrate in cm³/s 20 

TProz =      
±2,5 % 

normalverteilt 

Werkzeugtemp. in °C 85 normalverteilt 

Schmelzetemp. in °C 300 normalverteilt 

Nachdruck in % 40 normalverteilt 

Nachdruckzeit in s 19 normalverteilt 

Kühlzeit in s 25 normalverteilt 
 

Um die Auswirkungen der Toleranzen auf den Verkippwinkel der Scheibe 
α zu evaluieren, ist zunächst eine Toleranzanalyse des Fensterhebers erfor-
derlich. Hierzu ist insbesondere die sog. Schließmaßgleichung zur Beschrei-
bung des mathematischen Zusammenhangs zwischen dem zeitabhängigen 
Verkippwinkel α und den auftretenden Abweichungen [12] erforderlich: 

(ݐ)ߙ = ,ݐ)݂ ݈ଷ, ,ଵߜ ,݊݋݅ݐܽ݉ݎ݋݂݁ܦ,ଶߜ ,݌݉݁ݐ݃ݑ݁ݖ݇ݎܹ݁,݁ݐܽݎ݈݈݁ݑܨ … ) (6) 

Anschließend kann für eine definierte Anzahl an virtuell generierten ab-
weichungsbehafteten Mechanismen (üblicherweise > 10.000) der jeweils 
zugehörige Verlauf des Verkippwinkels während des Schließvorgangs ermittelt 
werden. Auf Basis dieser Verläufe kann abschließend der in Bild 3 dargestell-
te, zeitliche Verlauf der resultierenden Häufigkeitsverteilung des Schließmaßes 
(Verkippwinkel) während des Schließens der Seitenscheibe abgeleitet werden. 
Die Vorgehensweise bei der statistischen Toleranzanalyse des abweichungs-
behafteten Fensterhebers ist in [12] detailliert erläutert.  

Der zeitliche Schließmaßverlauf macht deutlich, dass aufgrund des nicht-
gleichmäßig übersetzenden Bewegungsverhaltens des Fensterhebers die 
Auswirkungen der Abweichungen auf den Verkippwinkel über die Zeit erheb-
lich variieren. So ist z. B. bei halb geschlossenem Fenster bei t = 1,5 s die 
Streuung signifikant geringer als zu Beginn (t = 0 s) und am Ende der Bewe-
gung (t = 3 s). Darüber hinaus variiert der Mittelwert der Häufigkeitsvertei-
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lung während der Bewegung. Dies folgt aus den systematischen Abweichun-
gen und wird als zeitabhängige Mittelwertverschiebung bezeichnet. 

 

Bild 3: Verlauf der Häufigkeitsverteilung des Verkippwinkels α(t) während des 
Schließens der Seitenscheibe innerhalb von 3 Sekunden; Verletzung der obe-

ren Spezifikationsgrenze OSG führt zu unzulässig hoher Ausschussrate 

Der Produktentwickler steht nun vor der Aufgabe, die Tolerierung der Ein-
zelteilabweichungen so einzuschränken bzw. aufzuweiten, dass die Häufig-
keitsverteilung des Verkippwinkels die gegebenen Spezifikationsgrenzen nicht 
verletzt und zugleich mit möglichst geringen Fertigungskosten einhergeht. In 
Anbetracht der Komplexität des Problems würde der Produktentwickler hier 
mit immensem Aufwand iterativ die Tolerierung des Fensterhebers verbes-
sern. In diesem Beitrag findet hierfür jedoch die Toleranz-Kosten-Optimierung 
Anwendung. Diese erlaubt die einfache und schnelle Lösung des Optimie-
rungsproblems mittels der Partikelschwarm-Optimierung gemäß Kapitel 3. 

4.2 Toleranz-Kosten-Optimierung des Fensterhebers 

Die Toleranz-Kosten-Optimierung erfordert neben der Schließmaßglei-
chung insbesondere die Toleranz-Kosten-Relationen der betrachteten Tole-
ranzen. Diese werden im Folgenden nach SUTHERLAND’s Model gemäß 

)ܭ ௜ܶ) = ௙௜௫,௜ܭ +
௜௡ௗ,௜ܭ

௜ܶ
௞  (7) 

formuliert [15]. Hierbei entsprechen Kfix,i den Fixkosten und Kind,i den indi-
viduellen Kosten der i-ten Toleranz. Bild 4 zeigt die Toleranz-Kosten-Kurven. 
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Bild 4: Toleranz-Kosten-Kurven von l3, δ1, δ2 sowie der Genauigkeit des 
Spritzgießprozesses des inneren Arms aus GFK 

Tabelle 2: Einstellungen der PSO Toolbox analog der Anwendung in [10] 

Bezeichnung Wert 

Population des Schwarms / Anzahl der Partikel 20 

Tolerierte Verletzung der Zielfunktion in € 1e-3 

Tolerierte Verletzung der Nebenfunktion in - 1e-6 

Max. Anzahl “identischer” Generationen (bzgl. der Erfüllung 
von Zielfunktion und Nebenbedingung) bevor PSO stoppt 100 

 

Somit kann nun das Optimierungsproblem (mit c = 0,62% (≙ ±4σ); 
mi = 0) gemäß Kapitel 3 formuliert und anschließend anhand der Partikel-
schwarm-Optimierung gelöst werden. Tabelle 2 stellt die spezifischen Einstel-
lungen des Optimierungsalgorithmus zusammen.  

Das Optimierungsproblem konnte durch die PSO erfolgreich gelöst wer-
den, da die Verletzung von Zielfunktion und Nebenbedingung für 100 aufei-
nanderfolgende Generationen unter den Akzeptanzgrenzen lagen. Die opti-
mierte Tolerierung ist in Tabelle 3 der ursprünglichen Tolerierung gegenüber-
gestellt. Den zugehörigen Schließmaßverlauf des Verkippwinkels zeigt Bild 5. 
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Bild 5: Häufigkeitsverteilung des Verkippwinkels für die optimierte Tolerierung 

Tabelle 3: Gegenüberstellung: Ursprüngliche und optimierte Tolerierung 

Bezeichnung 
Nennwert 
(vorher) 

Toleranz 
(vorher) 

Nennwert 
(optim.) 

Toleranz 
(optim.) 

Gelenklänge l3 in mm 195,6  ±0,05  195,552  ±0,075  

Positionstoleranz δ1 - 0,1 mm - 0,071 mm 

Positionstoleranz δ2 - 0,2 mm - 0,077 mm 

Sp
rit

zg
ie

ßp
ro

ze
ss

 Füllrate in cm³/s 20 

±2,5 % 

19,838 

±2,49 % 

Werkzeugt. in °C 85 84,668 

Schmelzet. in °C 300 296,493 

Nachdruck in % 40 40,276 

Nachdruckzeit in s 19 18,743 

Kühlzeit in s 25 24,929 

Resultierende Kosten Vorher: 19,50 € Optimiert: 16,68 € 

5 Zusammenfassung 

Im Rahmen dieses Beitrags wurde die statistische Toleranz-Kosten-
Optimierung eines zeitabhängigen bewegten Systems mittels des globalen 
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Optimierungsansatzes der Partikelschwarm-Optimierung diskutiert. Der Pro-
duktentwickler ist somit in der Lage, die optimale Tolerierung sowohl der 
Einzelteile des Systems als auch die Präzision der zugehörigen Fertigungspro-
zesse vor dem Hintergrund divergierender Anforderungen (weite Toleranzen, 
um Kosten zu reduzieren; enge Toleranzen, um die Funktionserfüllung sicher-
zustellen) zu identifizieren. Die Anwendung der Toleranz-Kosten-Optimierung 
wurde am Beispiel eines abweichungsbehafteten Fensterhebers gezeigt. 

Die Autoren danken der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) für die 
Förderung des Forschungsvorhabens WA2913/8-3. 
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